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ALGEBRA

Capitolul 1
NUMERE INTREGI

1. Fiea,b,c,de Z, A=(a+ b)a+ b+ 1)c+d)(c+d+1). Demonstrati ci existd

5

x,y € Z astfel incat 4 = x> — 2.

2. Fie numarul x(n) = V4" + 2" +m , cum, n € N. Demonstrati ca daca x(0) si x(1) €
e N, atunci x(n) € N pentru orice n € .

3. Calculati suma cifrelor numarului i/ A4(n) , unde A(n) = 9 . 4777 J +

- 111...1444
e —

n n

+8,unden € N".

4. Determinati tripletele de numere naturale (a, b, ¢), a # 0, stiind cd doud dintre nu-
mere sunt radicinile ecuatiei ax’ — bx + ¢ = 0.

5. Fiene N Demonstrati cé exista x, y, z, m € N unice, astfel incat:
x+y+z=2"gixy+yz+zx=3-4"+2"(x +y), iar x* + y* = mz.

6. Fie m, n, p € Z astfel incat m +n + p = 0. Fie 4 = m* + n* + p*. Determinati x € N
minim pentru care numarul x4 este patrat perfect.

7. FieneN,n>2sified, = {x e N|4n+1<x<2n*+1;2 | x}. Daci S, este suma

tuturor elementelor multimii 4,, determinati # pentru care S, < 1000.

381 7w oL )
22177;1

9. Demonstrati ca existd o infinitate de perechi de numere naturale nenule (a, b) pen-
trucarea+1|b*sib+1]|d%

8. Fie n € N'. Determinati partea intreaga a numarului 4, =

10. Determinati numerele prime a, b, ¢, d, e pentru care avema=b+c=d—e.

11. Fied = {

== abed = x* +3x” +2x, xeN } . Determinati suma elementelor mul-
abed

timii A.
12. Determinati numarul elementelor si suma modulelor elementelor multimii 4 =
:A1 kJAz Lot s UAz()oo, unde An = {x e’/ X4 = 2”}.
13. Fie a, b, ¢, d numere naturale impare.

a) Demonstrati cd numarul 4 = ab + ac + bc nu este patrat perfect.

b) Determinati patru numere a, b, ¢, d pentru care numarul B = ab + ac + ad +
+ bc + bd + cd este patrat perfect.




14. Determinati num#tul elementelor multimii 4, = {9, 99, ..., 999..9}, n N, care
%/__/

n

sunt patrate perfecte.
15. Fie A = (22 = 1)(3> = 1)(4* = 1) - ... - (997 — 1). Determinati 350 numere naturale a,

4 o
pentru care — este patrat perfect.
a

16. Se consideri sirul de numere 1 +3+5+7,5+7+9+ 11,9+ 11 +13+17, ...
Determinati:

a) al 100-lea termen al sirului;

b) suma primilor 100 termeni ai sirului.
17. Determinati restul impartirii numérului 4 = 2100 4 (92100 4 (3YI00 4 (2100100 1
o] a=2'% -1,
18. Rezolvati ecuatia (1! - 2! -3!-...-91) - (2-32-4%- .- 9% =(9!)".
19. Fie d = (a, b) c.m.m.d.c. al numerelor a si b. Determinati perechile (a, b) pentru
a+b 4

care

a—prd

20. Determinati doud submultimi disjuncte 4, B cu numdr maxim de elemente, unde
A, Bc {1,2,3,..,8,9, 10}, astfel incat produsul elementelor din 4 este egal cu pro-
dusul elementelor din B.

21. Stiind ca numarul p = a* + @’h* + b* este numar prim, unde a, b € N, determinati
la+b-2|

22. in sirul infinit de numere 1, 9, 7, 5, 2, ..., fiecare cifra incepand cu a cincea este
egald cu ultima cifrd a sumei precedentelor 4 cifre din sir. Care dintre secventele
(2,3,4,6,5),(3,6,7,4,0),(4,6,5,3,8),(8,1,9,7, 5) apare in gir?

23. Fie numerele naturale o, ai, @, ..., aso si suma S = (=1)® + (=1 +(=1)" +...+
+ (=1)™ . Daci 4 este multimea valorilor lui S, determinati suma modulelor elemente-
lor multimii 4.

24. Determinati numarul tripletelor (x, y, z) de numere naturale care indeplinesc condi-
tlaxr+y+ 2 =xy+yz+zx+3.

25. Determinati numérul numerelor 5abc5 care sunt patrate perfecte.

26. Determinati numarul tripletelor de numere impare prime si consecutive.

27. Determinati cel putin 20 de solutii ale ecuatiei x* + »* = 2[x, y] + 9(x, y), unde x, y
e N, x €20, y < 20, [x, y] si (x, y) reprezentdnd c.m.m.m.c., respectiv c.m.m.d.c. al
numerelor x si y.

28. Determinati a, b, ¢ € N stiind ca 3(abc + b+ ¢) = 5(bc + 1).

29. Rezolvati in numere naturale ecuatia 5 - 2° =16 + 2"

30. Determinati numerele prime p pentru care numdarul A = 24p + 1 este pdtrat perfect.



31. Determinati numarul submultimitor4 < {1, 2, 3, ..., 10} de céte trei elemente cu
proprietatea ca-suma patratelor elementelor este divizibila cu 4.

32. Suma modulelor a 31 numere intregi distincte este 241. Determinati modulul su-
mei celor 31 numere.

33.Fien € N, n > 2, n < 1000 pentru care existd ai, a, ..., a, € {-1, 1} astfel incat
aiax + aas + ...+ an1ay + aar = 0. Determinati numarul valorilor lui 7.

34. Demonstrati ca pentru orice m € N existd numerele naturale a, b, ¢, n astfel incat
784" + 28" =a" + b’ + .

35. Determinati perechile de numere intregi (m, n) pentru care numiarul p = m* +
+2mn + m — 4n — 6 este prim.

s ; : s N a 1
36. Determinati valorile numarului @ € N pentru care ecuatia —+—+ =-

.. ¥ -Iayl 6y

are dou solutii in N* x N,

37. Demonstrati cd existd doud numere naturale nenule m si n, pentru care m — 4n,
m + 4n si m sunt simultan patrate perfecte.

38. Demonstrati ca pentru orice 7 € N’ ecuatia x* + y* + xy = n” are o infinitate de so-
lutii rationale.

39. Dati exemplu de 5 triplete (a, b, ¢) de numere prime pentru care ab + 7, ac + 7 si
bc + 7 sunt numere prime.

40. Fie n € N, n > 3 si 4, = (2> = 1)(3* — 1)...(n* — 1). Determinati multimea
B={neN'|4,=F, keN}.

41. Demonstrati ca existd numerele naturale a, b pentru care numdrul 4 = a+ah-
—3ab* + b’ este numir prim.

42. Determinati numarul de patrate perfecte din sirul 1 +2+4 +6;3+4+ 6+ 8;
5+6+8+10;7+8+10+12; ...

43. Fiesuma S, = (=) +(=D)* +..+(-)*, n € N, a1, a», ..., a, sunt numere natu-
rale. Fie 4, multimea valorilor lui S,, iar B, suma modulelor elementelor din 4,. Poate

fi %B,, + 4 patrat perfect?

44. Demonstrati ¢i ecuatia x* + 1 + z* = xy + yz + zx + 12 are o infinitate de solutii in
numere intregi.

45. Fie a1, @y, ..., awo € (0, o0) astfel inclt a; + a2 + ... + a0 = m. Fie suma § =
a a, gy ity

= + S+ + . Demonstrati ¢a S ¢ N.
2m=g; - 2=, 2m—a,, 2m-a,




Capitolul 2
NUMERE REALE

1. Determinati perechile de numere reale (a, b) pentru care a* + a + |b* + a| = 0

. . . . - - . - - - 2 *
2. Determinati prima cifra dupa virguld a numarului \/n* + 7, unden € N'.

3. Determinati numerele reale a, b stiind ca avem card((a, b)) N Z) = 1 si a* + b* —
—0,6a+14b+08=[b—a-2|

4. Determinati perechile (x, y) de numere naturale pentru care n = \/;cz +2y+4 sip

= /»* +4x+1 sunt tot numere naturale.

5. Determinati catul si restul impartirii numarului 4 = 10101, la numarul B = 111,,
unde a € N, a > 2.

: . A 241 s i . .
6. Fiex € Rsifiey = RicTRrEE Determinati valoarea minima a diferentei b — a
X
dacd a <y < b pentru orice x € R.

7. Determinati numerele naturale x si y, stiind ¢ ,[x + +.|y + ==

8. Determinati n € N stiind cdx € Z, unde x = Cig —1 ZL——
n+l1 n+1
9. Fie m, n € N. Determinati cel putin 17 perechi (m, n) pentru care a € N, a =
= {1000...02000...0 .
e e N e
. Lol 00 s 1 1 1 5 . y
10. Fie x cifra nenul si fie a= + + . Stiind ca a € N, determi-

0,(x) 0,0(x) 0,00(x)

. *
nati numerele naturale », pentru care \na € N'.

2
L, . X +2x+4 12x
11. Rezolvati inecuatia - &
X X +2x+4
12. Fie sirul de numere a1, a, ..., a, definit prina = 1, @ =a’ +1, ..., a. =a _ +1.
. 1 1 1 £
Fie suma § = — Wi R . Determinati »,
a, +aa,+a, a,+aa,+a; a, ,+ta,a +a,

dacda S=10.
a-2

e e S 5 b
13. Determinati valoarea maxima a expresiei P unde a, b € 7 si = e

8



14. Fie @, b, c,'d & R{ astfel incat a*+ b? g2+ &% < 9. Determinati cel mai mic numar
natural », pentrw care.avem &+l d <n.

15. Se stie ca n* — n* + 100 este numar prim si # € Z. Determinati n* — n + 1.

16. Fie a, b, c lungimile laturilor unui triunghi cu perimetrul 2. Determinati cel mai
mic numdr natural pentru care a” + b* + ¢ + 2abe < n.

17. Fie a, b, ¢ € R”, astfel incat existix,y,ze Recux+y+z#0siax+by+cz=0,
bx + ¢y +az=0sicx +ay + bz = 0. Determinati (a® +b° + ¢*) : (abe).

hel (a+\/;)(a+1+\/;)
a+2+J;

\/; ¢ Q. Determinati p, stiind cd avem card 4 = 2.

18. Fie multimea 4 = €Zy,unde p € N', astfel incat

19. Fie a, b, ¢ > 0. Determinati valorile maxime pentru a, b si ¢, stiind cia + 2b + ¢ =
=T7si2a+b—c=5.

20. Determinati numerele intregi a, b, ¢ pentru care avem ab + ¢ = abc — 1, bc + a =
=abc+ lsiac+b=abc—1.

21. Determinati numerele reale @, b, stiind cia—b=a’ — b’ =a’ - b".

22. Fie ap =a € N, a,=+Ja> +2,a,=+Ja’ +2,...a =+a’, +2 . Demonstrati ci
1 0 2 1 n n—1 H

sirul (ax)n0 contine o infinitate de termeni rationali.
23. Fie a, b, c numere rationale distincte doua cite doud. Demonstrati ci 4 € Q, unde
1 1 1

= + + ;
\/(\a—b)2 (a—c)2 (c—a)

. 5o ) 2 2 it 1
24.Fiea,b,ce R si x=a+—, y=b+—, z=c+—, astfel incat bex + acy + abz =
bc ac ab
5 . XyzZ
= 12. Determinati 2=
abc

25. Demonstrati ¢ existd o infinitate de numere a, b, ¢, d € 7 pentru care * + b* + & = &

26. Demonstrati ci existd o infinitate de numere a, b, ¢, d € 7" pentru care & + b> + & = .

27. Demonstrati cd existd a € N, astfel incat numarul 4 = 444..4+2-888...8 + a si
¢

2n cifre n cifre

fie patrat perfect pentru orice n € N”.
28. Demonstrati cd pentru orice m, n € N existd a, b € Z" astfel incat 5" + 572" = &% + 2.

R gk 4l 11
29. Determinati a, b € N, stiind cd daca x, y € [a, blavemx+y+—+— e [a+3, b +3].
y

.a

30. Determinati x, y € Z, astfel incat sa avem |x + 2y — 3| + |x — 2y + 2| < 1.
31.Fie a, b, c,d € Z, astfel incat ad + 1 > 0, bc + 1 > 0. Determinati B = abcd, stiind

cad= (@ +0)(c* +d) - (ac - bd)* <2.




32, Bic<a, by ok @ M= /2077 Db _gave L 94 4 28 4 2° _ ] . Determinati
conditiile in care 4 € N.

[ y
33.Fiea, b, c,d e Rsified= a\/x[3_+l+b\/\/§—1+c\j\/§2+3 +d\/3_2\/§ ‘De-

terminati conditiile in care 4 € N.

2 2
y . .a a+b
34.Fiea, b,c € Zcua#0, c # 0 astfel incat —=——
c b +c

conditii 4 este numar prim dacd |a| <9, |b| <9, |c| < 9?

Fied=a*+b +* Ince

35. Demonstrati ¢ pentru orice n € N existi a, b € 7', astfel incat 48" = &* — b*.
36. Determinati patratele perfecte care sunt egale cu produsul a patru numere intregi
consecutive impare.

37. Determinati suma patratelor elementelor multimii 4 U B, unde:

2 2
g +x+1eZ},B= {xeR_———x x+leZ}.

2 2

A= {xeR
x —x+1 x +x+1

4
T TR e R LR O R
, , -
n +nv2+1

39. Determinati valorile lui » € N pentru care doar primele trei zecimale ale numaru-

lui vn* +4n+2 sunt egale cu 0.

40. Fie n € N', n numiar de doua cifre si fie s(n) suma cifrelor lui n. Determinati

L
s(n)

41. Fie a, b, c € Z si fie P = (a - |bc| — bc - |a)(b - |ac| — ac - |b|)(c - |ab| — ab - |c|).
Determinati tripletele (a, b, ¢) pentru care 0 <P < 128.

103n§99} N N.

42. Determinati numerele naturale pentru care diferenta patratelor numdrului si rastur-
natului sdu este un numar de 4 cifre.

a+l a+2 a+3 a+4
+ + + =
b+l b+2 b+3 b+4

43. Determinati numerele a, b € R’ pentru care avem

=5.- 2 g +p<l.
b

44. Determinati » € N pentru care Jn+25+/n+601¢ Q.

45, Determinati m, n € N" pentru care n(n + 2)(n + 4) = m°.

46. Determinati multimea 4 = {%_c ]\/5 +Va+b= C} :

10



